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Cominuscule flag variety G/P

例：　グラスマン多様体　
Gr(k, n) = {V ⊂ Cn | C− subspace, dimV = k}
∪
Xλ := {V ∈ Gr(k, n) | dimV ∩ Fn−k−λi+i ≥ i}
シューベルト多様体
ここで、
λ = (λ1, ..., λk), n− k ≥ λ1 ≥ · · · ≥ λk ≥ 0,λ ↔ Young図形
Fm = 〈en−m+1, ..., en〉 ⊂ Cn 標準的m次元部分空間

点 p ∈ Xλに対して、(特異点の)重複度 mp(Xλ) が定まる。

Hilbert-Samuelが局所環に対して定義したもので、特に
mp(Xλ) = 1 ⇐⇒ Xλは点pで非特異(nonsingular)

mp(Xλ)を、（T -同変コホモロジーを利用して）組合せ論的に記述
することができる。
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Gr(k, n)の場合の(同変)重複度の記述

Gr(k, n)シューベルト多様体Xλは、分割λ ⊂ (n− k)kで、
Gr(k, n)のT -固定点eµも 分割µ ⊂ (n− k)kで、パラメトライズ
される。しかも、eµ ∈ Xλ ⇐⇒ µ ⊃ λ.

励起ヤング図形の集合Eµ(λ)を定めて、meµ(Xλ) = #Eµ(λ)と
表せる。(A,C,D型)
c.f. [Lakshmibai-Raghavan-Sankaran],[Kreiman]
(Gröbner基底(standard monomial基底)の組合せ論的記述)
[I-N 1] H∗

T (G/P ) の局所化についてのBilleyの公式を用いる

例 n = 5, k = 2, λ = (2), µ = (3,3)

¥ ¥ ,
¥

¥ ,
¥ ¥

wtµ =
ε1 − ε4 ε2 − ε4 ε3 − ε4
ε1 − ε5 ε2 − ε5 ε3 − ε5

[Xλ]|µ = (ε1 − ε5)(ε2 − ε5) + (ε1 − ε5)(ε3 − ε4) + (ε2 − ε4)(ε3 − ε4)

meµ(Xλ) = 3
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T -同変コホモロジーと重複度

トーラスT = (C∗)Nが、非特異射影多様体 Xに作用していて、
Y ⊂ XがT -不変な、閉部分多様体とする。また、p ∈ Y を、孤立
T -固定点とする。このとき、c = codimC Y として

[Y ] ∈ H2c
T (X) と、[Y ]|p := i∗p([Y ]) ∈ H2c

T (p)が定まる。

i∗p は ip : {p} ↪→ Xから誘導される写像 i∗p : H∗
T (X) → H∗

T (p)

ここで、T̂ = Hom(T,C∗) =
N⊕

i=1

Zεiとして、H∗
T (p) = Z[ε1, ...εN ]

[Y ]|pを、点pにおけるY の同変重複度という。

さらに条件：Tの(pでの)作用がscalar作用(dilation)を含む
(i.e. ∃T0 ⊂ T , T0 ' C∗, t ↔ c s.t. ∀v ∈ Tp(X), t.v = cv)
ならば、

∃hp ∈ Lie(T) s.t. [Y ]|p(hp) = mp(Y ) ∈ N
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正ルートの集合R+の上の半順序は、α, β ∈ R+に対し

α º β ⇐⇒ α− β ∈ ∑
j Z≥0αj で定められる。

G/Pがcominuscule flag varietiyであるとは、
Gが半単純代数群、Pはcominusculeな単純ルートαPに対応した
極大パラボリック部分群であること。すなわち、αPは
Gの最高ルート α̃ =

∑`
j=1 cjαj において、αP = αiの係数が

ci = 1となっている。

命題(A.Knutsonの指摘)
G/Pがcomimusculeなら極大トーラスTの作用は、∀p ∈ (G/P )T

で、scalar作用を含む。

そこで次の方針を取る：G/Pがcominusculeの場合に、正ルート
の作る半順序集合の中にヤング図形にあたるものDvを作り、さら
に励起ヤング図形の集合Ev(w)を定めて、同変重複度と重複度を
記述する。(Billeyの公式、fully commutative を使う)

定理１
同変重複度[Xw]|v =

∑

D∈Ev(w)

wtv(D) , 重複度mv(Xw) = #Ev(w)
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v ∈ WP := W/WPに対して、 Dv := {α ∈ R+ | v(α) ∈ R−}
とおく。|Dv| = `(v)となっている。

v = sa1sa2 · · · sa`がvの最短表示のとき、
θk := sa` · · · sak+1(αk) (k = 1, ..., `)とおくとDv = {θ1, ..., θ`}
φv : Dv → S = {s1, ...sr}を、φv(θk) = sakで定める。

補題(Kraśkiewicz)、αPをcominusculeな単純ルート、vPをWP

の最長元とする。

1) DvP = {α ∈ R+ | αP ¹ α ¹ α̃}となり、任意のv ∈ WPに
ついてDvはDvPの順序イデアルとなる。
2) w ≤ v ⇐⇒ Dw ⊂ Dv

3) 写像φvは、vの最短表示によらない。さらに、φv = φvP |Dv.

φ = φvP : DvP → S とおく。

注意：1)よりα ∈ DvPなら、αにおけるαP係数は1
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励起ヤング図形の集合Ev(w)と重みwtvの定義

G/Pをcominusculeとし、Dw ⊂ Dvとする。（すなわち、w ≤ v）

Ev(w) := {D ⊂ Dv | Dは、Dwから有限回の基本励起により得られる}
ここで、D1からD2への基本励起とは、D1, D2が次を満たすこと。

1) D1 と D2は要素の数が等しく、１つの元を除いて他は共通、i.e.
D1 − {c1} = D2 − {c2}, c1 6= c2

2) φ(c1) = φ(c2)かつc1 ≺ c2である。

3) D1 − {c1}の元cで、c1 ≺ c ≺ c2を満たすものがあるときは、
φ(c1) 6= φ(c)で、しかもこれらは可換な単純鏡映である。

D ∈ Ev(w)について、wtv(D) :=
∏

α∈D

v(−α)で、wtvを定める。

このとき、[Xw]|v =
∑

D∈Ev(w) wtv(D), mv(Xw) = #Ev(w)
となることが示せる。(定理１)
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例 A4/A1 ×A2型 1 2 3 4
∨

ε1 − ε2 ε1 − ε3 ε1 − ε4 ε1 − ε5 s1 s2 s3
ε2 − ε3 ε2 − ε4 ε2 − ε5 s2 s3 s4

ε3 − ε4 ε3 − ε5
ε4 − ε5

αP = α2, vP = s3s2s1s4s3s2

θ6 = α2 = ε2 − ε3
θ5 = s2(α3) = ε2 − ε4
θ4 = s2s3(α4) = ε1 − ε4
θ3 = s2s3s4(α1) = ε1 − ε3
θ2 = s2s3s4s1(α2) = ε1 − ε4
θ1 = s2s3s4s1s2(α3) = ε1 − ε5
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E6/D5型 DvP =
1,2,6, ε 1,2,5, ε 1,2,4, ε 1,2,3, ε 2ε
1,3,6, ε 1,3,5, ε 1,3,4, ε

1,5,6, ε 1,4,6, ε 1,4,5, ε
ε1 − ε2 ε1 − ε3 ε1 − ε4 ε1 − ε5 ε1 − ε6

i, j, k, εで、εi + εj + εk + εを表す。
単純ルートは、αi = εi − εi+1 , i = 1,2, ..,5,α6 = ε4 + ε5 + ε6 + ε.

1 2 3 4 5
2 3 6

6 3 4
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

6∨
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E7/E6

1
2
3

7 4
1 2 3 4 5
2 3 4 5 6
3 4 7

7 4 5
1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

7∨
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基本励起(elementary excitation)
”φの値を保ち、１つ上位の箱に移動する”

©は、空席を表し、この位置が空席の場合にのみ励起可能

© © → © ¥
¥ © © ©

© © → © ¥
¥ ©

© © © ¥
© → ©
¥ ©

© © © ¥
¥ © → © ©

· · · © © · · · © ¥
... ...

→
© ©
¥ ©
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定理 2 　G/Pがcominusculeで，w, v ∈ WPとすると
Kazhdan-Lusztig 多項式は，次の式で表示できる．

Qw,v(q)
(
= Pw0v,w0w(q)

)
=

∑

D∈EKL(Dw;Dv)

qwt′(D)

ここで，EKL(Dw;Dv)は，E(Dw;Dv)のある部分集合で，w0は
Wの最長元．wt′(D)は、Dの特定のセルについての励起エネルギー
の総和．(証明には、K-L多項式に関する漸化式を用いる)

例E6/D6 , w = s6·s4s3s2s1 , v = s6s3s2·s4s3s6·s5s4s3s2s1.

1 2 3 4 5

6∨

E(Dw;Dv)は，次の５つで、そのうち最初の３個がEKL(Dw;Dv)

{
¡

¤ ¤ ¤ ¡
, ¡ ¡

¤ ¤ ¤
,

¡

¤ ¤ ¤ ¡

}KL

,
¤

¤
¤ ¤ ¤

,
¤

¤ ¤
¤ ¤

mv(Xw) = 5, Qw,v(q) = 1 + q + q2となる．
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