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λ = (λ1, λ2, . . . , λr) ∈ P 分割

x = (x1, x2, . . .), y = (y1, y2, . . .)

Schur関数 sλ(x) ∈ Z[[x]]S∞

(グラスマン元に対応した)
stable Grothenidieck多項式 Gλ(x) ∈ Z[[x]]S∞

Cauchy 等式∏
i,j

1

1− xiyj
=

∑
λ∈P

sλ(x)sλ(y)

∏
i,j

1

1− xiyj
=

∑
λ∈P

Gλ(x)gλ(y)
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xn = (x1, x2, . . . , xn)

Theorem 1 (Lenart ’00)

Gλ(xn) =
∑
µ⊇λ

(−1)|µ|−|λ| gλ,µ sµ(xn)

ここで、gλ,µ = #

T ;
T : column & row strict tableau
shape(T ) = µ/λ
第 i行の成分は1,2, . . . , i− 1の中から


Theorem 2 (Lenart ’00)

sλ(xn) =
∑
µ⊇λ

fλ,µ Gµ(xn)

ここで、fλ,µ = #

T ;
T : semistandard tableau
shape(T ) = µ/λ
第 i行の成分は1,2, . . . , i− 1の中から


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dual stable Grothendieck polynomial gλ(y) ∈ Z[[y1, y2, . . .]]
Lam-Pylyavskyyの定義

gλ(y) =
∑

T∈SSTab(λ)

yT , yT =
∏
i

yT 中の iを含む列の数
i .

例）gk(y) = hk(y), g21(y) = s21(y) + h2(y)

Theorem 3 (Lam-Pylyavskyy ’07)

gµ(y) =
∑
λ⊆µ

fλ,µsλ(y)

Corollary 4 ∑
λ∈P

sλ(x)sλ(y) =
∑
λ∈P

Gλ(x)gλ(y)
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ここでは、divided difference 作用素 ∂iは、関数に対して右から
作用するものとする。

f(xn) → f(xn) ∂i = (f − fsi) (xi − xi+1)
−1

最長元ω = [n, . . . ,1] ∈ Snに対するdivided difference作用素

∂ω = (∂n−1)(∂n−2∂n−1) · · · (∂1 · · · ∂n−1)

多項式f ∈ Z[x1, x2, . . . , xn]に対して、

f ∂ω =
∑

σ∈Sn

(−1)ℓ(σ)fσ
1

∆
となる。

ここで、∆ =
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj)
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Discrete Wronskian

f1(x1) . . . fn(xn) ∂ω = (−1)(
n
2) det

(
fi(x1)∂1 . . . ∂j

)
i=1...n

j=0...n−1

,

multi Schur 関数

変数の集合の列X1, X2, . . . , Xn ⊂ {x1, x2, . . . , xn, . . .}

sλ(X1, X2, . . . , Xn) := det
(
sλi−i+j(Xi)

)
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Grothendieck 多項式(の定義)

Gλ(xn)

= (−1)(
n
2) sλ1+n−1(x1)sλ2+n−1(x2−1) . . . sλn+n−1(xn−n+1) ∂ω .

= (−1)(
n
2) sλ1,λ2+1,...,λn+n−1(xn,xn − 1, . . . ,xn − n+1)

dual Grothendieck 多項式(の定義)

gλ(xn) = sλ1+n−1(x1)sλ2+n−2(x2 +1) . . . sλn(xn + n−1) ∂ω

= sλ(xn,xn +1, . . . ,xn + n−1)

ここで、

sk(x−m) =
k∑

i=0

(−1)i
(m
i

)
xk−i , sk(x+m) =

k∑
i=0

(m+ i− 1

i

)
xk−i
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分割λに対して、sλ(xn,xn+1, . . . ,x2n−1) は、Schubert多項式
で、

gλ(xn) = sλ(xn,xn+1, . . . ,x2n−1)|xn+1=···=x2n−1=1

これを用いると、行列式公式が作れる。

λ = (λ1, λ2, . . . , λs) ∈ P

gλ(xn) = det
(
sλi+j−i(xn + i− 1)

)
s×s

µ = (µ1, µ2, . . . , µr) = tλ 転置

gλ(xn) = det
(
eµi+j−i(xn + µi − 1)

)
r×r
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Proposition 5 (Giambelli型行列式公式)

λ = (a1, a2, ..., ar|b1, b2, ..., br): Frobenius 表示とすると、

gλ(xn) = det
(
g
(i,j)
(ai|bj)

(xn)
)
r×r

ここで、

g
(i,j)
(a|b)(xn) :=

a∑
p=0

b∑
q=0

(p+ i− 2

p

)(q + j − 2

q

)
g(a−p|b−q)(xn)

+
min(i,j)∑

t=2

(a+ i− t

a

)(b+ j − t

b

)
.
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Proposition 6 λを、分割とする。このとき次が成立する。

gλ(xn + y) =
∑
µ⊆λ

yc(λ/µ) gµ(xn) ,

ここで、c(λ/µ) は、 λ/µの空でない列の数。

証明）jue de taquin を用いて、Tableauxの間の全単射を作る
ことで示す。

Corollary 7

gλ(x) =
∑
T

xT
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Theorem 8 (Lascoux-N.)

∑
λ⊆rn

Gλ(xn) gλ(yn) =
∑

λ⊆rn
sλ(xn) sλ(yn)

注意：yの変数の個数は任意でよい。

Corollary 9∑
λ

Gλ(x) gλ(y) =
∑
λ

sλ(x) sλ(y) =
∏
i,j

(1− xiyj)
−1 .
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